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Íà÷èíàåì äèñêóññèþ î ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè è ïåðñïåêòèâàõ ðàçâèòèÿ ñòàòè-

ñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ò.å. òåîðèè è ïðàêòèêè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñòàòèñòè-

÷åñêèõ èñïûòàíèé (Ìîíòå-Êàðëî), ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ. Ïðåäëàãàåì îáñóäèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèå

äàò÷èêè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Â íàøåì æóðíàëå äèñêóññèÿ î ñâîéñòâàõ òàêèõ

äàò÷èêîâ áûëà ïðîâåäåíà â 1985 – 1993 ãã. Íèæå ïóáëèêóåì ñòàòüè Þ. Ä. Ãðèãîðüå-

âà è À. È. Îðëîâà, îòêðûâàþùèå äèñêóññèþ íà çàäàííóþ òåìó. Ïðåäëàãàåì ñïåöèà-

ëèñòàì, ðàçâèâàþùèì è/èëè ïðèìåíÿþùèì ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé

(Ìîíòå-Êàðëî), ðàññêàçàòü î ñâîåì îïûòå ðàáîòû, âîçíèêøèõ ïðîáëåìàõ è ïîëó÷åí-

íûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòàõ.
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Öåëü ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè — ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ àíàëèçà äàííûõ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ

ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîäõîäû ê ðàçðàáîòêå òàêèõ ìåòî-

äîâ ìåíÿëèñü. Ñòî ëåò íàçàä ïðèíèìàëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ èìåþò îïðåäåëåííûé âèä,

íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè, è èñõîäÿ èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ðàçâèâàëè ñòàòèñòè÷åñêóþ

òåîðèþ. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå íà ïåðâîå ìåñòî â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ âûäâèíóëèñü ïðå-

äåëüíûå òåîðåìû. Ïîä «ìàëîé âûáîðêîé» ïîíèìàþò òàêóþ âûáîðêó, äëÿ êîòîðîé íåëüçÿ ïðèìå-

íÿòü âûâîäû, îñíîâàííûå íà ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ. Â êàæäîé êîíêðåòíîé ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà÷å

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçäåëèòü êîíå÷íûå îáúåìû âûáîðêè íà äâà êëàññà: äëÿ îäíîãî ìîæíî

ïðèìåíÿòü ïðåäåëüíûå òåîðåìû, à äëÿ äðóãîãî äåëàòü ýòîãî íåëüçÿ èç-çà ðèñêà ïîëó÷åíèÿ íåâåð-

íûõ âûâîäîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ÷àñòî èñïîëüçóþò ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (ñòàòèñòè÷åñêèõ

èñïûòàíèé). Áîëåå ñëîæíûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè âëèÿíèÿ íà ñâîéñòâà ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ïðîöåäóð àíàëèçà äàííûõ òåõ èëè èíûõ îòêëîíåíèé îò èñõîäíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Òàêîå

âëèÿíèå òàêæå ÷àñòî èçó÷àþò, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Îñíîâíàÿ è íå ðåøåííàÿ â îáùåì

âèäå ïðîáëåìà ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè âûâîäîâ ïðè íàëè÷èè îòêëîíåíèé îò ïàðàìåòðè-

÷åñêèõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé ñîñòîèò â òîì, êàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðî-

âàíèÿ. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, îòíîñÿùèåñÿ ê äåÿ-

òåëüíîñòè íàøåãî íàó÷íîãî êîëëåêòèâà. Ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå íåðåøåííûå ïðîáëåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà; ïðèêëàäíàÿ ñòàòèñòèêà; àíàëèç äàííûõ; ïðå-

äåëüíûå òåîðåìû; ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî; ìàëàÿ âûáîðêà; óñòîé÷èâîñòü âûâîäîâ; íåðåøåííûå

ïðîáëåìû.

Öåëü ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè — ðàçðàáîòêà ìåòî-

äîâ àíàëèçà äàííûõ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ

êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïîä äàííûìè èìåþòñÿ

â âèäó ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, íàáëþäåíèé, èñïûòà-

íèé, àíàëèçîâ, îïûòîâ, îáñëåäîâàíèé.

Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîäõîäû ê ðàçðàáîòêå ìåòî-

äîâ àíàëèçà äàííûõ ìåíÿëèñü. Ñòî ëåò íàçàä ïðèíèìà-

ëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ èìåþò îïðåäåëåííûé

âèä, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè, è èñõîäÿ èç

ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ðàçâèâàëè ñòàòèñòè÷åñêóþ òåî-

ðèþ. Â íàñëåäñòâî îò ýòîãî ïåðèîäà íàì îñòàëñÿ,

íàïðèìåð, êðèòåðèé Ñòüþäåíòà. Îä ïîäõîäîâ ýòîãî

ïåðèîäà îòêàçàëèñü, ïîñêîëüêó ñòàëî ÿñíî, ÷òî ðàñïðå-

äåëåíèÿ ðåàëüíûõ äàííûõ íå óêëàäûâàþòñÿ â «ïðî-

êðóñòîâî ëîæå» ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

Ïèðñîíà è òåì áîëåå åãî ïîäñåìåéñòâ (âêëþ÷àþùèõ

íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóë-

ëà – Ãíåäåíêî, ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ è äð.).

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå íà ïåðâîå ìåñòî â òåîðåòè-

÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ âûäâèíóëèñü ïðåäåëüíûå òåî-
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êè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòå-

òà èì. Í. Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ; Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-

òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, ã. Äîëãîïðóäíûé, Ìîñêîâñêàÿ îáë.,

Ðîññèÿ; Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò

ìàøèíîñòðîåíèÿ, ã. Êîðîë¸â, Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü, Ðîññèÿ;
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ðåìû. Ëèäåðû ýòîãî íàïðàâëåíèÿ È. À. Èáðàãèìîâ è

Ð. Ç. Õàñüìèíñêèé ïèñàëè â 1979 ã.: «Êàê è âñÿ ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, òåîðèÿ îöåíèâàíèÿ âîçíèêëà èç

íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Äëÿ ìíîãèõ èç íèõ

òèïè÷íà íåàñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû,

êîãäà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íàèëó÷øèå äëÿ äàííîé ñõå-

ìû ïðè äàííîì îáúåìå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà

îöåíêè. Îäíàêî õîòÿ ðåøåíèå íåàñèìïòîòè÷åñêèõ çà-

äà÷ îöåíèâàíèÿ âåñüìà âàæíî ñàìî ïî ñåáå, îíî, êàê

ïðàâèëî, íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ îáúåêòîì äîñòàòî÷íî îá-

ùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè. Áîëåå òîãî, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ðåøåíèå ÷àñòî ñèëüíî çàâèñèò îò êîíêðåò-

íîãî òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ, îáúåìà âûáîðêè è ò.ä. Òàê,

òåîðèÿ ìàëûõ âûáîðîê èç íîðìàëüíîãî çàêîíà áóäåò

îòëè÷àòüñÿ îò òåîðèè ìàëûõ âûáîðîê èç çàêîíà Ïóàñ-

ñîíà. Ïî ñëîâàì Á. Â. Ãíåäåíêî è À. Í. Êîëìîãîðîâà

[1], «ïîçíàâàòåëüíàÿ öåííîñòü òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

ðàñêðûâàåòñÿ òîëüêî ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè», è

«òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ íå ñîñòàâëÿåò

èñêëþ÷åíèÿ» [2].

Ïîä «ìàëîé âûáîðêîé» ïîíèìàþò òàêóþ âûáîðêó,

äëÿ êîòîðîé íåëüçÿ ïðèìåíÿòü âûâîäû, îñíîâàííûå

íà ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ. Â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçäåëèòü êîíå÷íûå îáúåìû

âûáîðêè íà äâà êëàññà: äëÿ îäíîãî ìîæíî ïðèìåíÿòü

ïðåäåëüíûå òåîðåìû, äëÿ äðóãîãî äåëàòü ýòîãî íåëüçÿ

èç-çà ðèñêà ïîëó÷åíèÿ íåâåðíûõ âûâîäîâ.

Ïðåäåëüíûå òåîðåìû è ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ âûáîðîê

Ê ñîæàëåíèþ, ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè íåëüçÿ

íåïîñðåäñòâåííî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì

àíàëèçå êîíêðåòíûõ äàííûõ. Ïðèõîäèòñÿ ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî ïðåäåëüíûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò äåëàòü

ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû «ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè

òî÷íîñòüþ». Ïîäîáíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îáîñíîâûâà-

þò ñ ïîìîùüþ òîãî èëè èíîãî ìåòîäà ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè.

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ òàêîâà. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ

ïðåäåëüíûõ òåîðåì ïîëó÷àþò ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû, çà-

òåì èçó÷àþò èõ òî÷íîñòü. Íàïðèìåð, ñîãëàñíî ðàáîòàì

Ñ. Í. Áåðíøòåéíà è Â. Ôåëëåðà äëÿ ïðèìåíåíèÿ íîð-

ìàëüíîãî çàêîíà â òåîðåìå Ìóàâðà – Ëàïëàñà äîñòà-

òî÷íî îáúåìà âûáîðêè 100 (ò.å. ïðè îáúåìå âûáîðêè

100 è áîëåå äîïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàí-

íîé öåíòðèðîâàííîé áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè

òî÷íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíûì íîðìàëüíûì).

Âòîðîé ïðèìåð: ñîãëàñíî ðàñ÷åòàì ìàãèñòðàíòà

ÌÔÒÈ Ê. Âèíîãðàäîâà èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííîé

íàìè ôîðìóëû (äëÿ ñèíòåçà ïëàíà ñòàòèñòè÷åñêîãî

êîíòðîëÿ íà îñíîâå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðåäåë ñðåäíåãî

âûõîäíîãî óðîâíÿ äåôåêòíîñòè) îáîñíîâàíî äëÿ îáú-

åìà âûáîðêè n > 10. Òðåòèé ïðèìåð: áèíîìèàëüíîå

ïðèáëèæåíèå äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, êîãäà îáúåì ãåíåðàëüíîé

ñîâîêóïíîñòè N ïî êðàéíåé ìåðå â 10 ðàç áîëüøå îáú-

åìà âûáîðêè n, ò.å. ïðè N > 10n.

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíîé ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà ïî ñîçäà-

íèþ òàáëèö êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äâóõâûáîðî÷íîãî êðè-

òåðèÿ Ñìèðíîâà [3]. Â íåé òàáëèöû òî÷íûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé äîâåäåíû äî òåõ ãðàíèö, çà êîòîðûìè ìîæíî

ïîëüçîâàòüñÿ ðàñ÷åòíûìè ôîðìóëàìè, âûòåêàþùèìè

èç ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå è äðóãèõ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìåòîäàõ èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíî ìíîãî ðåêî-

ìåíäàöèé, ñëåäóþùèõ èç ïðåäåëüíûõ òåîðåì, äëÿ êî-

òîðûõ òî÷íîñòü ýòèõ ðåêîìåíäàöèé åùå íå èññëåäîâà-

íà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî. Ïðè ïðîñìîòðå ñîâðåìåííûõ

ó÷åáíèêîâ [4 – 7], ñîîòâåòñòâóþùèõ íîâîé ïàðàäèãìå

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ [8 – 9], ñòàíî-

âèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ïîäîáíûå ðåêîìåíäàöèè ñîñòàâ-

ëÿþò èõ îñíîâíîå ñîäåðæàíèå.

Êîíñòàòèðóåì, ÷òî ê êëàññè÷åñêèì èíñòðóìåíòàì

ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè — ïðåäåëüíûì òåîðåìàì òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé — äîáàâèëèñü íîâûå, îñíîâàííûå

íà èíòåíñèâíîì èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðîâ. Ìåòîä

ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé (Ìîíòå-Êàðëî) — âîò

ïàðòíåð è êîíêóðåíò àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Òåðìèí «ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî»

îáúåäèíÿåò îáøèðíóþ ñîâîêóïíîñòü èíòåëëåêòóàëü-

íûõ èíñòðóìåíòîâ. Íàïðèìåð, áóòñòðåï [10] — ëèøü

îäèí èç òàêèõ èíñòðóìåíòîâ.

Îòêëîíåíèÿ îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ

ðàñïðåäåëåíèé

Áîëåå ñëîæíûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè èçó÷å-

íèè âëèÿíèÿ íà ñâîéñòâà ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð

àíàëèçà äàííûõ òåõ èëè èíûõ îòêëîíåíèé îò èñ-

õîäíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Äëÿ èçó÷åíèÿ òàêîãî âëèÿíèÿ

÷àñòî èñïîëüçóþò ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.

Êàê èçâåñòíî, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà êàê

íàóêà áûëà ñôîðìèðîâàíà â íà÷àëå XX â. [4, 11].

Åå ñîçäàòåëè èñõîäèëè èç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì,

÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ âõîäÿò â òå

èëè èíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðàçìåðíîñòè

1, 2, 3, 4. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðèíèìàëîñü (áåç

îáîñíîâàíèÿ) íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Èñõîäÿ èç

ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, áûëè ïîëó÷åíû ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñòüþäåíòà, Ôèøåðà, õè-êâàäðàò è äð. Îäíàêî õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëü-

íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ íå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíû-

ìè [12].

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ

ñâîéñòâ ðàñ÷åòíûõ ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé ñòàòèñòèêè, îïèðàþùèõñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå

íîðìàëüíîñòè, â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ýòî ïðåäïîëîæåíèå

íå âûïîëíåíî. Àïïàðàòîì äëÿ òàêîãî èçó÷åíèÿ íàðÿäó

ñ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ìîãóò ïîñëóæèòü ïðåäåëüíûå

òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïðåæäå âñåãî öåíòðàëü-

íàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (ÖÏÒ), ïîñêîëüêó èíòåðåñó-

þùèå íàñ ðàñ÷åòíûå ìåòîäû îáû÷íî èñïîëüçóþò ðàç-

íîîáðàçíûå ñóììû. Ïîêà ïîäîáíîå èçó÷åíèå íå ïðî-
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âåäåíî, îñòàåòñÿ íåÿñíîé íàó÷íàÿ öåííîñòü, íàïðè-

ìåð, ïðèìåíåíèÿ îñíîâàííîãî íà ïðåäïîëîæåíèè

ìíîãîìåðíîé íîðìàëüíîñòè ôàêòîðíîãî àíàëèçà ê

âåêòîðàì èç ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùèõ íåáîëüøîå

÷èñëî ãðàäàöèé è ê òîìó æå èçìåðåííûõ â ïîðÿäêîâîé

øêàëå.

Îäíà èç âàæíûõ ïðîáëåì — èñïîëüçîâàíèå àñèì-

ïòîòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ âû-

áîðîê. Êîíå÷íî, åñòåñòâåííî èçó÷èòü ñâîéñòâà àëãî-

ðèòìà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Îäíàêî èç

êàêîãî êîíêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îòëè÷íîãî îò áàçî-

âîãî (íàïðèìåð, ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî), áðàòü âû-

áîðêè ïðè ìîäåëèðîâàíèè? Îò âûáîðà ðàñïðåäåëåíèÿ

çàâèñèò ðåçóëüòàò. Êðîìå òîãî, äàò÷èêè ïñåâäîñëó÷àé-

íûõ ÷èñåë ëèøü èìèòèðóþò ñëó÷àéíîñòü. Äî ñèõ ïîð

íåèçâåñòíî, êàêèì äàò÷èêîì öåëåñîîáðàçíî ïîëüçî-

âàòüñÿ â ñëó÷àå âîçìîæíîãî áåçãðàíè÷íîãî ðîñòà ðàç-

ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà [13].

Îáìàí÷èâûì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòî âîçíèêàþùåå ó íå-

êîòîðûõ àâòîðîâ âïå÷àòëåíèå î ïðîñòîòå ïîëó÷åíèÿ

îêîí÷àòåëüíûõ âûâîäîâ ïóòåì ïðèìèòèâíîãî ïðè-

ìåíåíèÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïðîùå ãîâîðÿ, ïîìîäå-

ëèðîâàëè, ñôîðìóëèðîâàëè âûâîäû, íàïèñàëè ñòàòüþ.

Â ðåçóëüòàòå, ðàçðàáîòàâ ïðèìèòèâíûé ïðîãðàììíûé

ïðîäóêò èç äâóõ îñíîâíûõ áëîêîâ (ïîëó÷åíèå ïñåâäî-

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è ïðîöåäóðû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëè-

çà), ñîçäàþò êîíâåéåð ïî èçãîòîâëåíèþ îäíîòèïíûõ

ñòàòåé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà. Ïðè÷åì ÷àñòî äàæå íå

óêàçûâàþò òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ âûâîäîâ. Åñëè ñ ïî-

ìîùüþ n ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé îöåíèâàþò âåðî-

ÿòíîñòü p, òî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïñåâäîñëó÷àéíûå

÷èñëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, âûáîðî÷-

íàÿ äîëÿ p* èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, äå-

ëåííîå íà n, à ïîòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé

Ìóàâðà – Ëàïëàñà ïîëóøèðèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåð-

âàëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè

0,95, ðàâíà

196
1

,
( )

.
p p

n

�

(1)

Åñëè p = 0,5 (èëè áëèçêî ê ýòîìó ÷èñëó), òî ñîãëàñíî

(1) òî÷íîñòü ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îöåíèâàåòñÿ êàê

0 89 1,
.

n n

� (2)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (2) äëÿ îöåíèâàíèÿ ñî

ñðàâíèòåëüíî ìàëîé òî÷íîñòüþ 0,001 íåîáõîäèìî

ïðîâåñòè íå ìåíåå 1 000 000 ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòà-

íèé. Ìíîãèå àâòîðû îãðàíè÷èâàþòñÿ ìåíüøèì ÷èñ-

ëîì èñïûòàíèé.

Îñíîâíàÿ è íå ðåøåííàÿ â îáùåì âèäå ïðîáëåìà,

âîçíèêàþùàÿ ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè âûâîäîâ

ïðè íàëè÷èè îòêëîíåíèé îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñå-

ìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé, ñîñòîèò â òîì, êàêèå ðàñïðå-

äåëåíèÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ. Òàê, ïðè

àíàëèçå âëèÿíèé îòêëîíåíèé îò íîðìàëüíîñòè ñëåäóåò

èçó÷àòü íå ëîãèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, îò êîòîðîãî

ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà äî ìíîãîîáðàçèÿ íîðìàëü-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé íå áîëåå 0,01 (ñì. [4]), à ðàñïðå-

äåëåíèå Êîøè, ó êîòîðîãî íåò äàæå ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ. Êðîìå òåõ èëè èíûõ òåîðåòè÷åñêè çà-

äàííûõ ðàñïðåäåëåíèé, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü

ýìïèðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ èç èíòåðåñó-

þùåé èññëåäîâàòåëÿ ïðèêëàäíîé îáëàñòè. Îäíàêî

ÿñíî, ÷òî âîçìîæíûõ îòêëîíåíèé îò èçó÷àåìîãî ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé áåñêîíå÷íî

ìíîãî, ïåðåáðàòü èõ âñå, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî, à

ïîòîìó âûâîäû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

Ìîíòå-Êàðëî, âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íå ñòðîãî äîêàçàííû-

ìè, à ëèøü ïðàâäîïîäîáíûìè.

Èòàê, ïðè èçó÷åíèè âëèÿíèÿ îòêëîíåíèé ðàñ-

ïðåäåëåíèé ýëåìåíòîâ âûáîðêè îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ

ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé ñëåäóåò óñòàíîâèòü, êàêèå

ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëèðîâàòü ñ öåëüþ îöåíêè âåëè÷è-

íû âëèÿíèÿ. Ðå÷ü èäåò êàê î òåîðåòè÷åñêèõ ðàñïðåäå-

ëåíèÿõ (ëîãèñòè÷åñêèõ, Êîøè è äð.), òàê è îá ýìïèðè-

÷åñêèõ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî

Ïðè îáñóæäåíèè íàöåëåííîãî íà ïðàêòè÷åñêèå

ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ åñ-

òåñòâåííî îïèðàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû åãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Ïîýòîìó ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî èç îïûòà ðàáîòû íàøåãî íàó÷íî-

ãî êîëëåêòèâà [29].

Íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îñíîâàíî

èññëåäîâàíèå [14], ïîñâÿùåííîå èçó÷åíèþ è ñðàâíå-

íèþ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ îäíîðîäíîñòè äâóõ

íåçàâèñèìûõ âûáîðîê, à èìåííî, ðåàëüíûõ è íîìè-

íàëüíûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè. Â ñòàòüå [14] ïðîäåìîí-

ñòðèðîâàíà íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà îòëè÷èÿ, âûçâàííîãî

äèñêðåòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêîãî

êðèòåðèÿ, ðåàëüíîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ñòàòèñòè÷å-

ñêîãî êðèòåðèÿ îò íîìèíàëüíîãî (çàäàííîãî).

Åñëè âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ îáðàçó-

þò ðàñøèðÿþùååñÿ ñåìåéñòâî, íàïðèìåð, îöåíèâàåò-

ñÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà, òî åñòåñòâåííî ââåñòè òåðìèí

«ðàçìåðíîñòü ìîäåëè» (èñïîëüçóåòñÿ òàêæå â ìíîãî-

ìåðíîì øêàëèðîâàíèè). Âûïîëíåí ðÿä ðàáîò ïî îöå-

íèâàíèþ ðàçìåðíîñòè ìîäåëè. Ïåðâàÿ èç íèõ ïîäãî-

òîâëåíà íàìè âî Ôðàíöèè â 1976 ã. [15]. Â íåé èçó÷åíà

îäíà îöåíêà ðàçìåðíîñòè ìîäåëè â ðåãðåññèè, íàïðè-

ìåð ñòåïåíè ïîëèíîìà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çàâè-

ñèìîñòü îïèñûâàåòñÿ ïîëèíîìîì. Ýòà îöåíêà áûëà

èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå, íî ïîçæå åå ñòàëè îøèáî÷íî

ïðèïèñûâàòü À. È. Îðëîâó, â òî âðåìÿ êàê â [15] ëèøü

èçó÷åíû åå ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî

ýòà îöåíêà íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, è íàéäåíî åå

ïðåäåëüíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Äðóãèå,

óæå ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ðàçìåðíîñòè ðåãðåññèîí-

íîé ìîäåëè ïðåäëîæåíû â ñòàòüå [16]. Ýòîò öèêë çà-
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âåðøèëà ñîäåðæàùàÿ ðÿä óòî÷íåíèé ðàáîòà [17].

Êðàéíÿÿ ïóáëèêàöèÿ íà ýòó òåìó âêëþ÷àåò â ñåáÿ

îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ èçó÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäè-

ìîñòè â ðàíåå ïîëó÷åííûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ ìå-

òîäîì Ìîíòå-Êàðëî [18].

Àíàëîãè÷íûå ïî ìåòîäîëîãèè îöåíêè ðàçìåð-

íîñòè ìîäåëè â çàäà÷å ðàñùåïëåíèÿ ñìåñåé (÷àñòü

òåîðèè êëàññèôèêàöèè) ðàññìîòðåíû â ñòàòüå [19],

îöåíêè ðàçìåðíîñòè ìîäåëè â ìíîãîìåðíîì øêàëèðî-

âàíèè — â ðàáîòàõ [20 – 22]. Â ïîñëåäíèõ ïóáëèêàöè-

ÿõ óñòàíîâëåíî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòèê

ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò (ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè-

÷åñêîé òåîðèè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíûõ

ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷).

Óïîìÿíåì òàêæå èçó÷åíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëó õàðàêòåðèñòèê âëèÿ-

íèÿ ïîìåõ, ñîçäàâàåìûõ ýëåêòðîâîçàìè, íà ïðîâîäíûå

ëèíèè ñâÿçè [23, 24].

Îñíîâíûå íåðåøåííûå ïðîáëåìû

Ïåðâàÿ äèñêóññèÿ ïî äàò÷èêàì ïñåâäîñëó÷àéíûõ

÷èñåë (ò.å. ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî) áûëà ïðîâåäåíà

â æóðíàëå «Çàâîäñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ» â 1985 – 1993 ãã.

(ñì. ¹ 5, 1985 ã.; ¹ 1, 1986; ¹ 10, 1987; ¹ 3, 1990;

¹ 7, 1993 ã.). Èòîãè áûëè ïîäâåäåíû â ñòàòüå [25] è

êîììåíòàðèè ê íåé [13].

Çà ïðîøåäøèå 22 ãîäà âîçìîæíîñòè è äîñòóï-

íîñòü êîìïüþòåðíîé òåõíèêè ðåçêî âûðîñëè, â ðåçóëü-

òàòå øèðîêè ìàññû èññëåäîâàòåëåé ïîëó÷èëè âîçìîæ-

íîñòü èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî â ñâîèõ ðàáî-

òàõ. Îäíàêî àäåêâàòíîãî ðîñòà â ìåòîäîëîãè÷åñêîì

îáîñíîâàíèè è òåîðåòè÷åñêîì îáåñïå÷åíèè ýòîãî ìå-

òîäà íå ïîñëåäîâàëî. Íàïðîòèâ, ïðîèçîøëî ïàäåíèå

íàó÷íîãî óðîâíÿ ðÿäà ïóáëèêàöèé â ýòîé îáëàñòè.

Íåîáõîäèìî ïðîâåñòè íîâóþ äèñêóññèþ ïî ìåòîäó

Ìîíòå-Êàðëî, íà ýòîò ðàç îáðàòèâ âíèìàíèå íå ñòîëü-

êî íà ñâîéñòâà äàò÷èêîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë,

ñêîëüêî íà ñîîòíîøåíèå ýòîãî ìåòîäà ñ ïðåäåëüíûìè

òåîðåìàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Öåëåñîîáðàçíî ðàçäåëèòü èäåàëüíûé è ðåàëüíûé

ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî.

Â èäåàëüíîì ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî ïðåäïîëàãàåì

âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì. Êàê ïîêàçàíî

âûøå, òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà àêòóàëüíûõ çàäà÷.

Â ðåàëüíîì ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü, ÷òî äàò÷èêè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ëèøü

èìèòèðóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ïîýòîìó, ñòðîãî ãîâîðÿ, èõ íåëüçÿ íàçâàòü äàò÷èêàìè

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ñîãëàñíî âòîðîìó (àëãîðèòìè÷å-

ñêîìó) ïîäõîäó À. Í. Êîëìîãîðîâà ê îïðåäåëåíèþ ïî-

íÿòèÿ ñëó÷àéíîñòè, ñëîæíîñòü èäåàëüíîãî äàò÷èêà

äîëæíà ðàñòè âìåñòå ñ äëèíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

â òî âðåìÿ êàê ðåàëüíî èñïîëüçóåìûå äàò÷èêè àëãî-

ðèòìè÷åñêè îãðàíè÷åíû (îïèñûâàþòñÿ íåñëîæíûìè

àëãîðèòìàìè êîíå÷íîé äëèíû). Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âîç-

ìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ äàò÷èêîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ

÷èñåë èñïîëüçóþò ðåçóëüòàòû òåîðèè ÷èñåë, êàê ýòî

ïîêàçàíî Ñ. Ì. Åðìàêîâûì [25]. Îäíàêî îáîñíîâàíèå

óäàëîñü íàéòè ëèøü äëÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

çàðàíåå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè. Ìåæäó òåì

÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâîäèòü èñïûòàíèÿ

âïëîòü äî îñóùåñòâëåíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ, íà-

ïðèìåð, äî îòêàçà òåõíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà (â ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýòî ìîæåò îçíà÷àòü äîñòèæåíèå

ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì íåêîòîðîé ãðàíèöû). Â ïðè-

êëàäíîé ñòàòèñòèêå çà÷àñòóþ íóæíî îïðåäåëèòü ìî-

ìåíò, êîãäà äîïóñòèìî ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäåëüíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì. Ýòî — çàäà÷à òîãî æå òèïà: èùåòñÿ

ìîìåíò, êîãäà ïîãðåøíîñòü ìåíüøå çàäàííîé âåëè÷è-

íû. Â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà,

â êîòîðîì ëåæàò ðàññìàòðèâàåìûå îáúåêòû, íå ôèêñè-

ðîâàíà çàðàíåå.

Íåèçâåñòíîñòü äëÿ çàäà÷ ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà âûÿâëåíà äàâíî. Åùå â 1986 ã. â äîêëàäå

íà Ïåðâîì Âñåìèðíîì êîíãðåññå Îáùåñòâà ìàòåìà-

òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èì. Áåð-

íóëëè ïðåäñåäàòåëü Îðãêîìèòåòà àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑÐ

Þ. Â. Ïðîõîðîâ îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî íåò ñòðî-

ãîãî îáîñíîâàíèÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà

Ìîíòå-Êàðëî â çàäà÷àõ ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà [26].

Áîëåå ïðîñòûì è îäíîâðåìåííî áîëåå ïðàêòè÷-

íûì êàæåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå êîíêðåòíîãî äàò-

÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â

ñâîåé ðàáîòå. Èçó÷àþùèå ýòîò âîïðîñ Þ. Í. Òþðèí è

Â. Ý. Ôèãóðíîâ ïðèøëè ê ñëåäóþùèì âûâîäàì [27].

1. Õîäîâûå ìåòîäû ïðîâåðêè äàò÷èêîâ ïñåâäîñëó-

÷àéíûõ ÷èñåë íå îáåñïå÷èâàþò èõ ïîëíóþ ïðîâåðêó.

Òàê, çàáðàêîâàííûå [27] äàò÷èêè URAND, G19BNU,

äàò÷èêè Àðåíñà – Äèòåðà – Ãðóáå óñïåøíî ïðîõîäÿò

ïðîâåðêè ýòèìè ìåòîäàìè.

2. Íåñìîòðÿ íà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî

ïðîâåðåííûõ äàò÷èêîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ïðå-

èìóùåñòâå òåõ, êîòîðûå îñíîâàíû íà M-àëãîðèòìå.

Ïðè ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè óâåëè-

÷åíèå âðåìåíè ñ÷åòà â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðè ïåðå-

õîäå ê èñïîëüçîâàíèþ òàêèõ äàò÷èêîâ íå ïðåâûøàåò

íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ.

3. Îòìå÷åíû ñëó÷àè, êîãäà ðàçëè÷íûå äàò÷èêè

çàáðàêîâûâàëèñü ïðè îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðàõ ïðîâåð-

êè, ïîêàçûâàÿ ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè îäíè è òå æå

ðåçóëüòàòû. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷íûå äàò÷èêè ìîãóò

èìåòü îáùèå íåäîñòàòêè. Ýòî ïîäòâåðæäàåò îøèáî÷-

íîñòü ðàñïðîñòðàíåííîãî ìíåíèÿ, ÷òî ñîâïàäåíèå

ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ

äàò÷èêîâ äîêàçûâàåò ïðàâèëüíîñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ìîæåì ëè ìû ñåé÷àñ, ÷åðåç 25 ëåò ïîñëå ïîÿâëå-

íèÿ ñòàòüè [27] (è äðóãèõ ïî ðàññìàòðèâàåìîìó âîïðî-

ñó, íàïðèìåð, [28]), ãîâîðèòü î ïðåèìóùåñòâå äàò÷è-

êîâ, îñíîâàííûõ íà M-àëãîðèòìå? Èëè æå ïîÿâèëèñü

áîëåå ýôôåêòèâíûå äàò÷èêè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë?
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